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O que é Algebra Linear?

E o ramo da matematica cujo objeto de estudo sdo os vetores, espacos vetoriais,
transformacdes lineares e sistemas de equacdes lineares.
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de a Algebra Linear é importante?

Ciéncias da computacdo: essencial na inteligéncia artificial, machine learning,
processamento de imagens e computacdo grafica;

Engenharia: Usada na analise estrutural, processamento de sinais e robdtica;

Fisica: Fundamental para compreender fendmenos em diversas dreas desde a
mecanica até a teoria de campos;

e Financas: Aplicada para modelagem de sistemas e analise de dados complexos.
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Vetores sdo segmentos de reta orientados, usados na matematica e na fisica para
representar grandezas que possuam médulo (intensidade), direcdo e sentido.

Exemplo de um vetor em R?
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ma de equacoes lineares

E um conjunto finito de equacdes lineares aplicadas a um mesmo conjunto, igualmente
finito de varidveis, onde a solucdo para o sistema é uma atribuicdo de niimeros as
incégnitas que satisfazem simultaneamente todas as equacdes do sistema.

Exemplo basico:

x+3y =1
2x—y = =2

Para resolver o sistema, resolvemos a equacdo superior para x em termos de y:
x=1-3y
Agora, substituindo essa expressdo para x na equacdo inferior:

2(1-3y)—y=-2

Isto resulta em uma equacdo envolvendo apenas a variavel y. Resolvendo, obtemos
y = 4/7 e ao substituir este valor de y, encontramos a varidvel x = —5/7.

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



as de equacoes lineares

A forma geral de escrever um sistema de equacGes lineares é:

ayxy + apxo+ -+ amxs = by
aix1 +anxo+ -+ amxs, = b
amix1 + amex2 + -+ amnXn = bm
Em que x1, x,..., X, sdo as incognitas, a1, 312, ..., amn Sa0 os coeficientes do sistema

e by, by, ..., b, sdo os termos constantes.
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Vetores como combinacdes lineares

A relacdo entre vetores e sistemas de equacdes lineares € intrinseca, j& que um sistema
de equacoes lineares pode ser expresso como a combinacao linear de vetores, onde os
vetores e os coeficientes se relacionam diretamente com as incégnitas do sistema.
Encontrar a solucdo de um sistema de equacdes lineares equivale a determinar os
escalares que formam uma combinac3o linear especifica de vetores.

Uma combinac3o linear de vetores é uma soma de miltiplos desses vetores, onde os
mdaltiplos s3o escalares (nimeros).

v=avi+ avi+---+ apv,
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Forma matricial

Uma forma extremamente (til de representar um sistema de equacdes lineares é

através da forma matricial, em que a equacdo descrita anteriormente pode ser
representada da seguinte forma:

Ax=Db

Onde A é uma matriz mxn, x é um vetor coluna com n elementos e b é um vetor
coluna com m elementos.

all a2 ... dlin X1 b1

ani dno e aon X2 b2
A= . . . . , X = . ) b=

dml dm2 --- dmn Xn bm
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Sistema de equacdes lineares: interpretacao geométrica

Um sistema de equacdes lineares pode ser interpretado como objetos geométricos
(retas em 2D ou planos em 3D) em um grafico, e a solucdo do sistema correspondente
aos pontos de interseccao desses objetos.

Representacdo da intersecdo de 3 planos (solucdo de um sistema de 3 incognitas):
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Sistema de equacdes lineares possivel e determinado

Exemplo:
2x+y =5
x—=3y =1
4
20 g
> 0 8
2 .
74 1 | | |
-2 0 2 4 6 8
X
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Sistema de equacdes lineares possivel e indeterminado

Exemplo:
—x+2y =1
3x—-6y = -3
4
2 [ -
> 0 y
2 .
74 | | | |
-2 0 2 4 6 8
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Sistema de equacdes lineares imposivel

X —2y
2x —4y =

Exemplo:

o N
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Resolucdo do sistema de equacdes lineares:

X —

@ python

import numpy as np

A = np.array([[1, -3, 1],
i, 1, 31

b = np.array([[15], [27], [2]])

X = np.linalg.solve(A,b)

print(x)

[[16.9647619 ]
[ 8.38095238]
[ 5.23809524]]
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Solucao computacional de um sistema de equacdes lineares

15
27

]
GNU Octave

Command Window
>> A=[1, -3, 1; 1, 1, 3; 2, 3, -4];
>> b = [15; 27; 2];
>> x = linsolve(A, b);
=> disp(x)
10.9848
0.3810
5.2381
> |




Solucao computacional de um sistema de equacdes lineares

Eliminacdo de Gauss
Eliminacao de Gauss-Jordan
Decomposicao LU

Decomposicdo QR

Decomposicdo de Cholesky
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Espaco vetorial

Espacos vetoriais sdo conjuntos cujos elementos sdo chamados vetores, no qual sdo
definidas duas operacdes: a adicdo, na qual para cada par de vetores u e v faz
corresponder um terceiro vetor u+ v € E chamado soma de u e v e a multiplicacdo
por um ndmero real, & € R por v € E, que faz corresponder o vetor a.v = av. Essas
operacdes devem satisfazer para quaisquer o, 3 € Re u,v,w € E, 0s axiomas
apresentados a seguir:
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Axiomas do espaco vetorial

e comutatividade: u+v=v+uy;
e associatividade: (v+v)+w=u+ (v+ w);

@ vetor nulo: existe um vetor 0 € E chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que
v+ 0 =0+ v = v para quaisquer v € E;

@ inverso aditivo: dado um vetor v € E, existe um vetor —v € E, tal que
—v+v=v+(-v)=0;

e distributividade: (a+ S)v=av+ fBvea(u+v)=au+av;

e multiplicacdo por 1: 1l.v=v.
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Exemplos de espacos vetoriais

O conjunto dos nimero reais R

O conjunto R”

O conjunto das matrizes reais m x n denotado M, xn(R)
O conjunto das fungdes (F) =f : R — R

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Subespaco vetorial

Um subespaco de E é um subconjunto F C E com as seguintes propriedades:
e 0¢cF;
@ SeuveFentiou+veF;
@ Se v € F, entdo para todo a € R,av € F.
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Combinacao linear

Uma combinacdo linear de um conjunto de vetores vi,...,v, € V é um vetor na forma:

V=aivi+, -+ anVp

Onde: a1,...,a, €R
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Subespaco gerador (span)

O conjunto de todas as combinacdes lineares dos vetores vi,...,v, em V é chamado
de subespaco gerador de V ou, span de V, denotado por S(vi, ..., Vvy). Em outras
palavras:

S(vi,...,vm)={avi +--+amvm : al,...,am € R}

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Vetores linearmente independentes

Seja E um espaco vetorial. Diz-se que um conjunto X C E é linearmente independente
(L.I.), quando nenhum vetor v € X é combinacg&o linear de outros elementos de X. Se

um conjunto X é linearmente independente no espaco E e ayvi + -+ amVm = 0 com
Viy...,Vm € X entdo ag,...,am = 0. Sejam vy, ..., vp/ vetores ndo nulos do espaco

vetorial E. Se nenhum deles é combinac3o linear dos anteriores ou posteriores, entdo o
conjunto X ={vq,...,vm} é L.l
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Uma base de um espaco vetorial E é um conjunto B C E linearmente independente

que gera E.

Assim, todo vetor v € E se exprime, de modo (nico, como combinacdo linear
v=aivi + -+ amVmy de elementos vi, ..., vy, da base B. Se B={vi,...,vp} é
uma basede Eev=aiv; + -+ amVvy, entdo os nimeros oy, ..., a, sdo chamados

coordenadas do vetor v na base B.
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Base canonica

Os vetores:
,0,0,...,0)
1.0

D

—

I
—_~

€2
e, =(0,0,0,...,1)

Constituem um conjunto de geradores do espaco R”, linearmente independentes,
sendo, portanto, uma base deste espaco.
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Dimensao

Diz-se que o espaco vetorial E tem dimensdo finita quando admite uma base
B ={vi,...,vm} com um ndmero finito n de elementos. Este nimero, que é o mesmo
para todas as bases de E, chama-se a dimens3o do espaco vetorial E : n = dim E.
Exemplos:

e R? é um espaco vetorial com dim = 2.

@ Os mondmios 1, x, ..., x" constituem uma base do espaco vetorial P, dos
polindbmios de grau < n, logo P, tem dimens3o finita e dim P, =n+1
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Manipulacdao computacional de arrays

A implementac3do computacional da Algebra Linear é beneficiada pela forma matricial,
onde cada elemento é guardado na memédria em um endereco especifico, de acordo
com o tipo de dado utilizado.

Vamos verificar através do Numpy e do SymPy como operar com matrizes.
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Transformacao linear

Sejam E, F espacos vetoriais. Uma transformac3o linear A: E — F é uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor A(v) =A-v =Av € F de
modo que valham para quaisquer u,v € E e a € R, as relacdes:

Alu+v) = Au+ Ay,
Ala-v)=a-Av

O vetor Av chama-se a imagem de v pela transformacio A.

As transformacdes lineares A : E — E do espaco vetorial E em si mesmo sdo
chamadas operadores lineares em E.

Por sua vez, as transformacdes lineares ¢ : E — R, com valores numéricos, sdo
chamados funcionais lineares.
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Nicleo e imagem

A imagem de A é o subconjunto Im(A) C F, formado por todos os vetores

w = Av € F que sdo imagens de elementos de E pela transformacdo A.

O nicleo da transformacdo A : E — F é o subconjunto N(A) dos vetores v € E tais
que Av = 0.
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Forma matricial

m
Avj = ayjwy + agjwp + - + amiWm = > W
n=1

Assim, a transformacdo linear A: E — F juntamente com as bases V C Ee W C F
determinam uma matriz a = [a;;] € M(m x n) chamada a matriz de A relativamente a
essas bases (ou nas bases V, W)

n
Avj:Za,-jv,-, (G=1,...,n).
i=1
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Transformacdes matriciais

Um sistema de equacdes lineares pode ser escrito na forma de matricial:

Ax=Db
a1l d1o e din X1 b1
a1 axn ... am| |x b
dmi a4m2 ... amn Xn bm
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Transformacdes matriciais

Exemplos:

o Transformacdo do R* para o R3:

X1

2 -3 1 -5 o by
4 1 -2 1 X2 = | by
5 -1 4 o] bs
X4
@ Transformac3o nula
Ao(X):OXZO
@ Operador identidade
Ai(x) = Ix =x
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Operadores de rotacao, reflexdo e projecao

@ Rotacao pelo dngulo 6 @ Reflexdao no eixo x
wy = xcosf — ysinf Alx,y) = (x,—y)
wy = xsinf + ycosf ll O]
cosf —sinf 0 -1
sing  cosf @ Projecdo ortogonal sobre o eixo x
@ Reflexdo no eixo y A(x,y) = (x,0)
Alx,y) = (=x.y) [1 O]
10 00
0 1
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Operadores de dilatacdo, contracao e cisalhamento

e Contracio de fator k em R? o Cisalhamento de R? de fator k na
direcdo x
(0<k<1)

Alx,y) = (x+ ky,y)
o Dilatac3o de fator k em R?

1 k
k>1 01

o
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Transformacdes em R?

y
(=x,y) *, (x,y) Y wy = xsinf + cos 6
- X et wy; = xcosf —sind
X
Reflexdo em y
Rotacao
(x,y) T e ky)
X o (xy)
X
(x,~y) Dilatacgo

Reflexdo em x
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Espaco dual

Escreve-se E* em vez de L£(E,R) para representar o conjunto das transformacdes
lineares do espaco vetorial E em R e o conjunto E* representa os funcionais lineares
¢ : E — R, chamando-se o espaco vetorial dual de E.

Vetor E um elemento do espaco vetorial E. Pode ser interpretado como uma grandeza
geométrica ou fisica que possui direcdo e magnitude.

Covetor E um elemento do espaco dual E*. Ele atua como uma aplicacdo linear que
associa a cada vetor um niumero real.

Usualmente, vetores s3o representados na forma matricial em colunas, enquanto os
covetores aparecem na forma matricial em linhas (ou seja, na forma transposta).
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Matriz relativa a bases

Ja vimos que uma transformac3o linear A : R” — R fica inteiramente determinada
pela matriz a = [a;] € M(m X n), cujo ij-ésimo termo aj;; é a i-ésima coordenada do
vetor A- e € R™.

Conhecendo essa matriz tem-se, para cada v = (xg,...,x,) € R", o valor
A-v=y,...,¥m dado por:

Yi = ajix1 + -+ ainXn (izl,...,m).

Sejam E, F espacos vetoriais de dimens3o finita e A: E — F uma transformacdo
linear. Fixadas bases V=wv;,...,v CEe W =wy,...,w, C F, para cada
Jj=1,...,n 0 vetor Av; se exprime como combinacdo linear dos vetores da base W.

m
AVJ = aijwy + -+ amjwm = Za,-jw,-
i=1
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Matriz de um operador linear

No caso em que A: E — E é um operador linear considera-se apenas uma base
V =wvi,...,vs C E e a matriz a = [aj;] do operador A relativamente a base V (ou na
base V') é definida pelas n igualdades:

n
A\/J-:Za,-jv,- (1:1,,n)
i=1

Neste caso, a € M(n x n) é a matriz quadrada n X n cuja j-ésima coluna é formada
pelas coordenadas do vetor

AVJ = aijvi+...anjVn

na base V.
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Operacoes matriciais

Entre as transformacdes lineares, além das operacdes de soma A+ B e de
multiplicacdo por escalar aA, existe também a multiplicacao BA.

Mas antes, precisamos definir o produto interno.

Sejam v = (aq,...,an) e v=(S1,...,0n) vetores em R". O produto interno de u por
v é definido como o nimero:

<u7 V> = 1B+ -+ apfp.

Sejam b = [bjj] € M(m x n) e a = [a;] € M(n x p) matrizes tais que o niimero de
colunas de b é igual ao nimero de linhas de a. O produto da matriz b pela matriz a é
a matriz ba = ¢ = [¢;j] € M(m X p), cujo ij-ésimo elemento

n
cj = bjpayj + bipazj + -+ + binanj = Y _ bixay
k=1

é o produto interno do i-ésimo vetor-linha de b pelo j-ésimo vetor-coluna de a
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Matriz identidade

Representamos a matriz identidade com o simbolo I.
Tem-se | = [6;;] onde 0 é o simbolo de Kronecker, onde s3o validas as seguintes
caracteristicas:

1 sei=/,
05 = o
0 sei##j.

As propriedades abaixo sdo decorrentes de outras ja apresentadas:
Q (cb)a = c(ba)
@ c(at+b)=ca+cb
Q@al=a
© b(aa) = a(ba)
© Uma matriz a chama-se invertivel quando é quadrada e existe uma matriz a~

chamada inversa de a, tal que ala=aa"1 =1
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Exemplos de operacoes

@ Soma

1 -1 « o] [1 4 1 9
11 11 -2 0|+|-5 1 1| ={11+(-5) 11+10 —2+2 0+1

0 2
9 0 4 4 |-3 8 0 -6 9+(-3) 048 440 4+ (—6)

1+1 -14+4 w41 0+9

2 3 m+1 9
=6 21 0 11
6 8 4 -2
@ Multiplicacdo por escalar
1 4 1 9 5.1 5-4 5.1 5.9 5 20 5 45
5./|-5 10 2 11| =|5--5 5-10 5-2 5.-11| =|-25 50 10 55
-3 8 0 -6 5.-3 5.8 5.0 5-—6 —15 40 0 -30
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Exemplos de operacoes

@ Multiplicacdo de matrizes
a_ 3 2
|5 =5

6 4 -2
b_lO 7 —2]
c=a-b

(3-642-0) (3-4+2-7)  (3-(=2)+2-(~2))
(5:6+(=5)-0) (5-4+(-5)-7) (5-(-2)+(-5) (-2)

18 26 10
130 -15 0
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Exemplos de operacoes

@ Matriz inversa

Pela propriedade aa—! = |

31 ) a1 a12| 1 0
5 2 do1 a2 - 01
3a11 + lap; 3a1o 4 lay| [1 O]

5a11 +2a»1 baip +2ax - 01

Resolvendo o sistema linear:

2 1]
a _[—5 3
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Produto interno

Um produto interno em um espaco vetorial E é um funcional bilinear simétrico e
positivo em E. Mais precisamente, é uma funcdo E x E — R, que associa a cada par
de vetores u, v € E um namero real (u, v), chamado o produto interno de u por v, de
modo que sejam vélidas as seguintes propriedades, para quaisquer u, v, v,v' € E e

a e R:

Bilinearidade: (u+ v/, v) = (u,v) + (V. V), (au,v) = o(u, v),

(u,v+ Vv =(u,v) + (u,v'), (u,av) = alu, v)

Comutatividade (simetria): (u,v) = (v, u)

Positividade: (u,u) >0se u#0

Lembrando que o produto interno de u por v é definido por:

<U, V> =181+ + apfh.
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Norma

O ndimero ndo negativo |u| = \/(u, u) chama-se a norma ou o comprimento do vetor u.
Quando |u| =1 diz que o vetor u € E é um vetor unitério.

Seja E = C°([a, b]) o espaco vetorial cujos elementos s3o as funcdes continuas
g,f :[a,b] = R. Um produto interno em E pode ser definido pondo:

(r.8) = [ 00s(x)

Neste caso, a norma da funcdo é:

b
1| = / F(x2) dx
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Norma em R?2

Dados u = (a1, a2) e v = (f1, £2), 0s nlimeros:

lul = /a2 + a3
vl = /B + 53

medem os comprimentos das flechas que representam esses vetores. Supondo que
u#0,v # 0 e chamando de 8 o dngulo formado por essas flechas, afirmamos que o
produto interno (u, v) = 181 + az3, é igual a:

|u||v|cos @
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Vetores ortogonais

Seja E um espaco vetorial com produto interno. Dois vetores u, v € E chamam-se
ortogonais (ou perpendiculares) quando (u,v) = 0. Escreve-se, entdo, ulv. Em
particular, 0 é ortogonal a qualquer vetor de E. Um conjunto X C E diz-se ortogonal
quando dois vetores distintos quaisquer em X s3o ortogonais.

Se além disso, todos os vetores de X s3o unitarios entdo X chama-se um conjunto
ortonormal.

Portanto, o conjunto X C E é ortonormal se, e somente se, dados u, v € X tem-se
(u,v) =0e (u,v) =1se v=u. Uma base ortonormal é uma base de E que é um
conjunto ortonormal.
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Projecao ortogonal

Num espaco vetorial E com produto interno, seja v um vetor unitario. Dado qualquer
v € E, om vetor (u, v) - u chama-se a projecdo de ortogonal de v sobre o eixo que
contém wu.

pru(v) = < u
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Se z = pr,(v), tem-se v =z + w, com wlz. Pelo Teorema de Pitigora,

[v|> = |z|? + |w|?>. Em particular vemos que |z| < |v|, isto é, o comprimento da
projecdo pr,(v) é menor do que ou igual ao comprimento de v.

Sendo a norma do vetor pr,(v) igual a |(u, v)|/|u|. Segue-se entdo que, para quaisquer

u,v € E, tem-se |(u, v)|/|u| < |v]|, ou seja

[{u; V)| < ful - |v]

que é chamada de desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Processo de o rmalizacdo de Gram-Schmidt

Existem bases ortonormais em todo espaco vetorial de dimensao finita provido de um
produto interno.
O processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt é um algoritmo que ensina a passar

de uma base qualquer vi,...,v, C E para uma base ortonormal u1,...,u, C E, com a
importante propriedade de que, para m=1,...,n, os vetores uy, ..., U, pertencem ao
subespaco F,, gerado por vi,..., Vny.

Dada uma base vi,...,v, C E, obteremos primeiro uma base ortogonal

wi, ..., w, C E e depois poremos u; = wy/|wi, ..., u, = wy/|w,| para chegar a base
ortonormalizada uy,...,u, C E.

Comecamos o processo tomando wj = v; e prosseguimos por induc3o.

m

<Wi7 Vm+1>

Wil = Vil — AL AR
m+ m+ ; <Wi7 Wi)

Wp

= Tl

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
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Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
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Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
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Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
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Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
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Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt

= Vg — proj,, (ve)
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Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
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Injetividade, Sobrejetividade e Bijetividade

Funcdo injetiva Funcdo sobrejetiva Funcao bijetiva
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A adjunta de A deve ser uma transformac3o linear A* : F — E tal que, parav € E e
w € F quaisquer se tenha:

(Av, w)

(v, Aw)
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Matriz da adjunta

SejamU = uy,--- ,up C E eV =, -, vy C F bases ortonormais. Se a = [ajj] € a
matriz de transformacéo linear A : E — F nas bases U, V, entdo a matriz da adjunta
A*: F — E nas basesU, V é a transpostaa’ = [aj] € M(n x m) de a

Corollary

Uma transformacio linear A e sua adjunta A* tém o mesmo posto.
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Propriedades operacionais

I =1 I =1,

(A+ B)* = A* + B* (a+b)T =a” +b”
(aA)" = aA” (cad)” =aa’
(BA)* = A*B* (ba)" =a’b’

AR — A (aT)T —a
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Complemento ortogonal

Seja E um espaco vetorial com produto interno. O complemento ortogonal de um
conjunto n3o-vazio X C E é o conjunto X formado pelos vetores v € E que s3o
ortogonais a todos os vetores x € X. Portanto

veXt e (v,x)=0

para todo x € X
Seja E um espaco vetorial de dimens3o finita, munido de produto interno. Para todo
subespaco vetorial F C E tem-se a decomposicdo em soma direta E = F @ F. Logo,

dimF + dimF+ = dimE. Para todo subespaco vetorial F C E, tem-se (F-)* = F.
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Teorema fundamental

Dada a transformacio linear A : E — F, entre espacos vetoriais de dimenséo finita
munidos de produto interno, tem-se
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Solucao de sistemas lineares

Corollary

A fim de que o sistema de m equacdes lineares com n incégnitas
n
Zainj:bia (I:]-?vm)
Jj=1

possua solucdo é necessario e suficiente que o vetor b = (by,- - ,bm) € R™ seja
perpendicular a toda solucio y = (y1,- - ,¥m) do sistema homogéneo transposto

m
Zaj,-yj:O, (i:l,---,n)
j=1
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Interpretacao geométrica

E F
N(A
% Im(A)
A
N(A%)
A*
Im(A*)
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Subespaco invariante

Diz-se que um subespaco vetorial F C E é invariante pelo operador linear A: E — E
quando A(F) C F, isto é, quando a imagem Av de qualquer vetor v € F é ainda um
vetor em F.

Um vetor v # 0 em E chama-se um autovetor do operador A : E — E quando existe
A € R tal que

Av = A\v

O ndmero A € R, por sua vez, chama-se um autovalor do operador A quando existe
um vetor ndo-nulo v € E tal que Av = A\v. Diz-se entdo que o autovalor A
corresponde, ou pertence, ao autovetor v e, vice-versa, que o autovetor v também
corresponde, ou pertence, ao autovalor .
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Autovetores e autovalores

Encontrar um autovetor ou autovalor do operador A é, portanto, o mesmo que achar
um subespaco de dimens3o 1 invariante por A.

Analogamente, diz que o nimero real A é um autovalor da matriz a € M(n x n)
quando A é um autovalor do operador A : R" — R", cuja matriz na base canénica é a.
Isto significa que existe um vetor v # 0 em R” tal que Av = Av ou, o que é 0 mesmo,
uma matriz ndo-nula x € M(n x 1) tal que ax = Ax
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alores

Um operador linear num espaco vetorial de dimensdo n admite no maximo n
autovalores distintos.

A autovalores diferentes do mesmo operador correspondem autovetores linearmente
independentes.

Corollary

Seja dim E = n. Se um operador linear A : E — E possui n autovalores diferentes
entdo existe uma base {vi,--- ,v,} C E em relacdo a qual a matriz de A é diagonal
(isto é, tem a forma ajj com ajj =0 se i # j.)
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valores

Logo, se Av; = A\1vq, -+, Av, = Apv,, @ matriz de A nesta base é:

A1
A2

An

na qual os termos que n3o aparecem s3o iguais a zero.
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Polindmio caracteristico

A igualdade Av = A\v equivale a (A — Al)v =0, logo v é um autovetor do operador
A: E — E se, e somente se, é um elemento n3o-nulo do nicleo (N (A — Al)). A fim
de que A seja um autovalor de A é necessério e suficiente que o operador

A — Al : E — E n3o possua inverso.
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Polindmio caracteristico

Dado o caso particular que ocorre quando dimE = 2, se u,v C E é uma base, entdo
os vetores awu + Bv e yu + dv sdo linearmente dependentes se, e somente se,
ad — By = 0. Dados o operador A: E — E e a base u,v C E, sejam Au=au+cv e
Av = bu + dv. A matriz do operador A na base u,v é

ce

Entdfo (A—M)u=(a—Nu+cve(A—=A)v=>bu+(d—A)v. A fimdeque A— Al
n3o seja invertivel é necessario e suficiente que os vetores (A — \)u e (A — A)v sejam

linearmente dependentes, ou seja (a — A\)(d — A\) — bc = 0 ou ainda, que \ seja a raiz
do polinbmio

p(A) = A — (a+d)\ +ad — bc
chamado de polinémio caracteristico.
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1|,
O vetor x = lQ] € um autovetor de

B

Associado ao autovalor A = 3, pois

NEIER
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Operador auto-adjunto

Um operador linear A: E — E, num espaco vetorial munido de produto interno,
chama-se auto-adjunto quando A = A*, ou seja, quando (Au,v) = (u, Av) para
quaisquer u,v € E.

Se A, B : E — E s3o operadores auto-adjuntos e « € R ent3o
(A+B)* =A"+ B*=A+ Be (0dA)" = aA* = aA, logo A+ B e aA sdo
auto-adjuntos.

O produto AB dos operadores auto-adjuntos A, B é auto-adjunto se, e somente se, A
e B comutam, isto é, AB = BA. Com efeito, sendo A e B auto-adjuntos, temos

(AB)* = B*A* = BA
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Matrizes simétricas

Uma matriz quadrada a = [ajj] se diz simétrica quando é igual a sua transposta a’,

isto €, quando aj; = aj; para todo i e todo j.

Theorem

A: E — E é auto-adjunto se, e somente se, sua matriz a = [ajj| relativamente a uma
(e portanto a qualquer) base ortonormal U = {uy,--- ,u,} C E é uma matriz
simétrica.
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Operadores auto-adjuntos

Seja A: E — E um operador auto-adjunto. Se o subespaco F C E é invariante por A,
seu complemento ortogonal F- também é.

Se o subespaco F C E é invariante pelo operador linear A : E — E entdo seu
complemento ortogonal F+ é invariante pelo operador adjunto A* : E — E.

Se A1, -+, A\m sdo autovalores dois a dois diferentes do operador auto-adjunto
A: E — E, os autovetores correspondentes vy, - - - , Vi, sdo dois a dois ortogonais.
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Teorema espectral

Um problema importante sobre operadores num espaco vetorial de dimens3o finita é o
de encontrar uma base em relacdo a qual a matriz desse operador seja a mais simples
possivel. Se A: E — E é um operador auto-adjunto num espaco vetorial finito com
produto interno, existe uma base ortonormal em E, relativamente a qual a matriz de A
é uma matriz diagonal a = [aj], isto é, a; =0 se i # j.

Theorem

Para todo operador auto-adjunto A : E — E, num espaco vetorial de dimensao finita
munido de produto interno, existe uma base ortonormal uy,--- , u, C E formado por
autovetores de A.
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Teorema espectral

Um operador auto-adjunto A : E — E é n3o negativo se, e somente se, seus
autovalores sdo todos > 0. A é positivo se, e somente se, todos os seus autovalores

sdo numeros positivos.

Corollary

Seja A > 0. Se, para um certo v € E, vale (Av,v) =0 entdo Av = 0.

Corollary

Um operador é positivo se, e somente se, é ndo negativo e invertivel.
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Teorema dos valores singulares

Um operador X : E — E chama-se raiz quadrada do operador A : E — E quando
X2 =A
Se X\ é um autovalor do operador A : E — E o conjunto

Ey={v,€ E;Av = \v}

é um subespaco vetorial de E, invariante por A, chamado auto-subespaco. Restrito a
E), o operador A é simplesmente a multiplicacdo por A.

Quando A é auto-adjunto e Aq,- -+ , A, sdo seus autovalores distintos ent3o, para i # j,
todo vetor em E); € ortogonal a qualquer vetor em Ej;.

Theorem

Todo operador ndo-negativo A : E — E, num espaco vetorial de dimens3o finita
munido de produto interno, possui uma dnica raiz quadrada ndo-negativa, a qual é
positiva se, e somente se, A é positivo.
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Teorema dos valores singulares

Sejam A1 > 0, -+, A\, > 0 os autovalores distintos de A. Todo vetor v € E se escreve,
de modo dnico, como v =v; +---+ v, onde v; € Ey,,--- ,v, € Ey , logo
Av = Ajvi, -+, Arvp. Definimos o operador linear B : E — E pondo

Bv =+vVAvi+-+ VAV,
Sew=w;+---+w, comwy € Ey,---,w, € E), entdo (v;,w;) =0 para i # j,
portanto

(Bv, w) Z\F vi, wj) = (v, Bw) e (Bv, v) Z\F|v,\2

Logo, B é um operador n3o-negativo. Além disso, B>v = Av para todo v € E, logo, B
é uma raiz quadrada de A.
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Teorema dos valores singulares

Theorem

Seja A: E — F uma transformac3o linear de posto r entre espacos de dimens3o finita

com produto interno. Existem bases ortonormais {uy, -+ ,un} C E e {vi, - v} C F
tais que Au; = o;v;, A*v; = ojui como; >0 parai=1,---,r e Au; =0, A*v; =0 se
i>r.

1 1
A*V,' = —A*Au,- = —0,-2u,- —= oju;
gi gi

Os nGimeros positivos o1, - -+ , 0, chamam-se os valores singulares da transformac3o
linear A: E — F, de posto r.
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Teorema dos Valores Singulares

Podemos observar que vy, -, v, C F é uma base ortonormal de autovetores para o
operador AA* : F — F, pois

(AA*)v; = A(oju;) = 0;Au; = o?v;

Analogamente, {u1,- -, u,} é uma base ortonormal de autovetores do operador
A*AE — E.
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Operador ortogonal

Uma matriz u € M(m x n) cujas n colunas forma um conjunto ortonormal em R™
chama-se uma matriz ortogonal.

Se u1,- -+ ,up € R™ sdo as colunas da matriz u = [a;] € M(m x n), a condicdo para
que u seja ortogonal é que (uj, uj) =0se i #je (uj,u) =1, ondei,j=1,--- n.
Noutras palavras, deve-se ter

m
> awiaw = 0
k=1

Onde Jj; é o conhecido como "delta de Kronecker", que vale 0 se i # j e 1 se i = j.
A igualdade acima significa que o produto u’u = I,,.
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Operador ortogonal

Se u € R™*" ¢ ortogonal, entdo seu posto é n (logo m > n), pois suas n colunas sdo
vetores linearmente independentes no espaco R™.
Quando m = n e u € R™" é uma matriz quadrada ortogonal, a igualdade

implica
uu' =1, = u =u"

Assim, matrizes quadradas ortogonais s3o aquelas cuja transposta é igual a inversa.

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Operador ortogonal

Exemplo (rotacdo no plano):

_|cos@ —sinf
Y= lsing  cosf
Ent3o:
T | cosf sind
YT _sind cosf

e, multiplicando:
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Matriz de passagem ortogonal

Sejam U = {u1, - ,upy € Eeld = {uj,---,u),} € E bases ortonormais. A matriz de
passagem p = [p;] de U para U’ é uma matriz ortogonal. Com efeito, para quaisquer
i,j=1,---,n, temos

n n

/ /

up = § Pkilk € up = E PkjUk
k=1 k=1

logo

5J - 17 j Z PkiPkj

portanto p’ - p = I,.
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Operador ortogonal

As seguintes afirmacdes a respeito de uma transformacdo linear A: E — F, entre
espacos vetoriais de dimensdo finita providos de produto interno, sdo equivalentes

@ A preserva norma: |Av| = |v| para todos v € E;
@ A preserva distancia: |Au — Av| = |u — v| para quaisquer u, v € E;
@ A preserva produto interno: (Au, Av) = (u, v) para quaisquer u,v € E;

@ A matriz A relativa a qualquer par de bases ortonormaistd C E, ¥V C F é uma
matriz ortogonal;

@ A matriz A relativa a um certo par de bases ortonormaisi{ C E, V C F é uma
matriz ortogonal;

A transforma uma certa base ortonormal &/ C E num conjunto ortonormal X C F;

A transforma toda base ortonormal W C E num conjunto ortonormal Z C F.
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Operador ortogonal

Seja A: E — E um operador ortogonal em um espaco vetorial de dimens3o finita com
produto interno.

Pela definicdo, A preserva o produto interno:

(Au, Av) = (u,v), Vu,veE.

Isto implica que:
@ Todos os autovalores de A tém médulo 1;
@ Autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais;

@ Autovalores reais podem ser +1 ou —1, enquanto os complexos aparecem em
pares conjugados.

Consequentemente, existe uma base ortonormal de E que diagonaliza os autovalores

reais e transforma os pares complexos em blocos de rotacdo 2 x 2, levando a forma
canonica demonstrada a seguir.
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Operador ortogonal

Theorem

Seja A: E — E um operador ortogonal num espaco vetorial de dimensdo finita munido
de produto interno. Existe uma base ortonormal de E relativamente a qual a matriz de
A tem a forma

lp

R(al)
R(ak)
@ Ip: autovalores +1 (direcdes fixas) e —Iq: autovalores —1 (reflexdes);

@ R(«;): rotacdo de dngulo o; em subespaco 2D R(«;) = lcos @i s a;] ;

sina;  cos
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Decomposicao polar

Theorem

Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita munido de produto interno. Todo
operador linear A : E — E admite uma decomposicdo da forma A = PU, onde
U: E — E é ortogonal e P : E — E é ndo negativo.

De acordo com o teorema, existem bases ortonormais {uy,- -+ ,u,} C E,

{vi,-++,vn} C E e nimeros \; > 0 tais que Au; = A\;v; para i =1,--- ,n. Definimos
os operadores P, U : E — E impondo que Pv; = \;v; e Uu; = v;. Evidentemente, P é
auto-adjunto, > 0, U é ortogonal e PU = A.
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Decomposicao polar

A expressdo A = PU chama-se uma decomposicio polar do operador A, por analogia a
forma polar z = re® de um niimero complexo.

De A = PU tiramos A* = U*P e, multiplicando membro a membro estas igualdades,
vem AA* = PUU*P, portanto P é a raiz quadrada positiva do operador positivo AA*.
Multiplicando a igualdade A = PU por P! a esquerda, vem U = P~1A. Isto mostra
que no caso em que A é invertivel, P = v/AA* e U = P~1A s3o univocamente
determinados a partir da igualdade A = PU.
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Operador normal

Um operador linear A: E — E chama-se normal quando comuta com seu adjunto, isto
é, quando AA* = A*A.

Uma matriz quadrada a diz-se normal quando comuta com sua transposta, isto é,
quando aa’ = a”a. Portanto um operador é normal se, e somente se, sua matriz
relativamente a uma nase ortonormal é uma matriz normal.

Assim, os operador auto-adjuntos e os ortogonais sao normais. Bem como as matrizes
simétricas e as ortogonais quadradas s3o normais.
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Operador normal

Um operador linear A : E — E chama-se anti-simétrico quando A* = —A, ou seja,
(Au,v) = —(u, Av) para u,v € E quaisquer. Para que A seja anti-simétrico é
necessario e suficiente que sua matriz [aj;] em relacdo a uma base ortonormal de E seja
anti-simétrica, isto é, a; = —aj; para quaisquer i,j = 1,2,--- , n em particular, a;; = 0.

Num espaco de dimens3o 1, todo operador anti-simétrico é igual a zero; logo o (nico
autovalor possivel de um operador anti-simétrico é 0.
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Operador normal

Seja A: E — E um operador normal. Entdo existe uma base ortonormal de E na qual
a matriz de A tem a forma

A1
Ar
R
Ry
onde
@ \1,..., A\, € R sdo autovalores reais;
aj —pBi .
@ cada bloco R; = [ ﬁl aﬁ ’] representa um par de autovalores complexos «; = i[3;,
i i

Bi # 0.
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Forma bilinear

Sejam E, F espacos vetoriais. Uma forma bilinear b : E x F — R é uma funcao
b(u,v), linear em cada uma das duas varidveis u € E, v € F. Mais precisamente, para
quaisquer u,u’ € E, v,V € F e a € R devem valer:

b(u+u',v)=b(u,v)+ b, v), blau,v)=ab(u,v),
b(u,v + V') = b(u,v) + b(u,v'), b(u,av) = ab(u,v)
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Representacdo matricial de formas bilineares

Tomando bases U = {u1, -+ ,um} C E eV ={vy,---,vp} C F, os nimeros

bjj = b(uj, vj) definem uma matriz b = [bj] € M(m x n), chamada matriz da forma
bilinear b relativamente as bases U e V.

Conhecidos os valores bj; = b(uj, v;j), os quais podem ser tomados arbitrariamente, a
forma bilinear b : E x F — R fica inteiramente determinada pois, para u =Y xju; € E
e v = y;v; € F quaisquer, tem-se

b(u,v) = xiyib(uj,vj) =Y byxiy;  1<i<m/1<j<n
i i
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Mudanca de base

Theorem

As matrizes b e b’, da forma bilinear b nas basesU, V eld’, V' respectivamente, se
relacionam pela igualdade b’ = p"bq, onde p é a matriz de passagem de U para U’ e
q é a matriz de passagem de V para V',
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Formas simétricas e antissimétricas

Uma forma bilinear b : E x E — R chama-se simétrica quando b(u, v) = b(v, u) para
quaisquer u, v € E. Para que b seja simétrica é suficiente que sua matriz em relacdo a
uma base U C E seja simétrica e é necessario que sua matriz em relacao a qualquer
base de E seja simétrica.

Analogamente, uma forma bilinear b : E x E — R chama-se antissimétrica quando
b(u,v) = —b(v, u) para quaisquer u, v € E. Para que b seja antissimétrica é suficiente
que se tenha b(u;, uj) = —b(uj, uj) ou seja, bjj = —bjj numa base {uy, - ,un} C E.
Uma forma bilinear b, ao mesmo tempo simétrica e antissimétrica, deve ser nula. Este
fato, juntamente com a igualdade

b, v) = 3lb(usv) + (v, u)] + 5 [b(u, v) — (v, u)]

mostra que o espaco B(E x E) das formas bilineares b : E x E — R é a soma direta
de dois subespacos, um deles formado pelas formas simétricas e outro pelas formas
antissimétricas.
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Produtos tensorial, simétrico e antissimétrico

Dados os funcionais lineares f : E - R, g: F - R, a funcdo b : E x F — R, definida
por b(u,v) = f(u)g(v), é uma forma bilinear, chamada o produto tensorial de f e g.
Se E e F s3o dotados de produto interno, fixados ug € E e vy € F, a funcdo

b:E xF — R, onde b(u,v) = (u,up) - (v, vp), € uma forma bilinear. No caso
particular em que E = F, dados f, g : E — R, funcionais lineares, entdo as igualdades

(f-8)(u,v) = f(u)g(v) + f(v)g(uv),
(f Ag)(u,v) = F(u)g(v) — f(v)g(u).

definem formas bilineares (f - g), (f A g) : E x E — R, a primeira simétrica e a
segunda antissimétrica.
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Formas bilineares e operadores lineares

Theorem

Seja E um espaco vetorial de dimensio finita provido de produto interno. Para cada
forma bilinear b : E x E — R existe um tnico operador linear B : E — E tal que
(u,Bv) = b(u,v) parau,v € E quaisquer.

A correspondéncia b — B, assim definida, é um isomorfismo entre os espacos vetoriais
B(E x E) e L(E). A forma bilinear b é simétrica (respect. antissimétrica) se, e
somente se, o operador B é auto-adjunto (respect. antissimétrico).
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Forma quadratica

Uma funcdo ¢ : E — R chama-se uma forma quadratica quando existe uma forma

bilinear b : E x E — R tal que ¢(v) = b(v, v) para todo v € E.
Se, em vez da forma bilinear b tomarmos a forma bilinear simétrica

B, v) = %[b(u, V) + b(v, )]

teremos ainda

p(v) = b(v,v) = S[b(v, v) + b(v, V)] = B/(v, V)
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Diagonalizacdo de formas quadraticas

Theorem

Seja E um espaco vetorial de dimensdo finita munido de produto interno. Dada uma
forma bilinear simétrica b : E x E — R, existe uma base ortonormal
U=A{uw,...,un} C E tal que b(u;,uj) =0 se i # j.

Este teorema é a vers3o para formas bilineares do Teorema Espectral. A versio
matricial correspondente é a seguinte: para toda matriz simétrica

b = [bjj] € M(m x m), existe uma matriz ortogonal p € M(m x m) tal que

p bp = p~bp é uma matriz diagonal. A diagonal de d = p”bp é formada pelos
autovalores de b, os quais se dizem também autovalores da forma bilinear b e da forma
quadratica ¢(v) = b(v, v).
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Coordenadas das formas quadraticas

Em termos de coordenadas dos vetores u = xju; e v = ) yju; relativamente a base
U do teorema acima a forma bilinear b se exprime como

b(u,v) = Z AiXiYi

Em particular, a forma quadrética ¢ : E — R, ¢(u) = b(u, u), para v =3 yu;
(expressdo relativa a base U/) é usada por uma combinac3o linear de quadrados:

e(v) = XyF = AyE 4+ Amyd
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Um subconjunto ¥ C R” chama-se uma quadrica central quando existe uma forma
quadratica ¢ : R” — R tal que X é definido pela equagdo p(v) = 1.

Se
p(v) =) ayxix
i
para v = (x1,- -, Xp), isto significa que ¥ é o conjunto dos pontos (xi,- - ,x,) € R"
tais que
n

Z ajixixj =1

ij=1
Segue-se imediatamente que, dada uma quéadrica central ¥ C R”, existe uma base
ortonormal U = {uy,--- ,u,} em R", relativamente a qual a equacdo de X é

My + -+ Ay2 =1

onde Ay, -+, A, sdo os autovalores da matriz simétrica [ay].
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Eixos principais de uma quadrica

Noutras palavras, quando se exprime o vetor v = yju1 + - - - + ynU, como combinacdo
linear dos elementos da base U, tem-se v € ¥ se, e somente se, suas coordenadas
y1, - ,yn Satisfazem a equacdo

YNy =1

As retas que contém os vetores u; da base U chamam-se os eixos principais da
quadrica central X.
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Quando n =2, ¥ chama-se uma cdnica. Portanto, a cdnica definida em R? pela
equacao

ax? +2bxy + cy?> =1

pode, numa nova base ortonormal de R?, ser representada pela equacio
A2+ ut? =1

~ . |a
onde A, i s3o os autovalores da matriz [b c]'
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Classificacdo das cénicas

Segundo os sinais desses autovalores, as seguintes possibilidades podem ocorrer:
@ Se A\ < 0 (isto é, ac < b?) tem-se uma hipérbole.
@SeA>0epu>0(istoé a>0eac> b?)tem-se uma elipse.

@ SeA<0epu<0(istoé a<0eac>b?)tem-se o conjunto vazio.

@ Se A\ = 0 (isto é, ac = b?) tem-se um par de retas paralelas, ou o conjunto
vazio, conforme seja a4+ ¢ > 0ou a+ ¢ <0.

Quando A = i > 0 tem-se uma circunferéncia.
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Classificacdo das superficies quadricas em 3D

Em dimens3o 3, as superficies quadricas centrais ¥ C R3 t&ém, num sistema de
coordenadas ortogonais convenientes, uma equacdo do tipo

AyE 4+ Aays + Asys =1
As possibilidades s3o as seguintes:
@ Se A\t >0,\> > 0,3 >0, X é um elipséide.
@ Se A1 >0, > 0,3 <0, L éum hiperboléide de revolucio.
@ Se A1 >0, < 0,A\3 <0, X éum hiperboléide de duas folhas.
@ Se A1, A2, A3 sdo < 0, X é o conjunto vazio.
@Se)N3=0 YX=CxR={(v,t);v e C,tecR?} édefinido pela equacio

AMyZ + oy =1

Neste caso, ¥ é um cilindro de base C.
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=1

Hiperboloide (1 folha): x%/a? + y2b? - z%c?

Exemplos
X2a? + y2b? + Z2c? = 1

Elipsoide:

x
= R?

Esfera: x2 + y? + 22

Algebra Linear
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Forma r-linear

Uma forma r-linear no espaco vetorial E é uma func3o

f:Ex---xE—=R
definida no produto cartesiano E x --- x E = E", que é linear em cada uma das suas
variaveis, isto é:
/ /
f(V17"' 7Vi+Vi7"' 7Vr): f(V]_,"' s Vig s ot 7Vr)+f(vla"' y Viy oo 7Vr)7
f(V]_,"' y QVjy et ,Vr):O[f(V]_7"' y Vig o oe 7Vr)

Se f é r-linear e um dos vetores vy, - - , v, é igual a zero entdo f(vi,---,v,) =0, pois
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Forma alternada

Theorem

Uma forma r-linear f : E x --- x E — R é alternada se, e somente se, é anti-simétrica,
isto €,

f(Vl,“',Vif",Vj,“',Vr):_f(Vla"',Vj,"‘,Vi,"‘,Vr)

para quaisquer vi,--- ,v, € E.
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Forma alternada - permutacoes

Corollary

Sejaf : E x --- x E— R r-linear alternada. Para toda permutacdo o dos inteiros
1,2,--- ,r, e toda lista de vetores vi,--- ,v, € E tem-se

f(Vo), s Vo(r) = €of(v1, -+, vr)
isto €,

f(Vo@)s > Voyr) = £f (V1= , )
onde o sinal é + se o é uma permutagdo par e — se o é uma permutacdo impar.

A notagdo A,(E) indica o espaco vetorial das formas r-lineares alternadas
fiEx---xE—=R.
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Forma n-linear alternada

Sejald = {uy, - ,un} uma base de E. Dado arbitrariamente um nimero real a, existe
uma dnica forma n-linear alternada f : E x --- x E — R tal que f(u1,--- ,u,) = a

Corollary

Se dim E = n entdo dimA,(E) =1

Corollary

Se{uj. -+ ,up} C E éuma base e 0 # f € A,(E) entdo f(uy,--- ,u,) #0
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Toda transformacio linear A: E — F induz uma transformacdo A% : A,(F) — A,(E),
a qual faz corresponder a cada forma n-linear alternada f : F x --- x F — R a nova
forma A#f : E x --- x E — R, definida por

(A*F)(vi, -+, vp) = F(Avg, -+, Avy)

onde vq,---,v, € E.

Seja agora A: E — E um operador linear.

Como dim A,(E) = 1, o operador linear A% : A,(E) — A,(E) consiste na multiplicaco
por um ndmero real, que chamaremos de determinante do operador A: E — E e
indicaremos com a notac3o det A. Assim, por definicio, A#f = det A - f, isto é

f(Avi, -+ JAvp) =det A-f(vi, -+, vp)

para toda f : E X --- x E — R n-linear alternada e quaisquer v1,--- ,v, € E.
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Se A, B : E — E sido operadores lineares entdo det (BA) = det B - det A.

O operador linear A : E — E é invertivel se, e somente se, det A # 0. No caso
afirmativo, tem-se det (A1) = (det A)~1.

O sistema de equacées lineares Ax = b, com A € L(R"), possui uma dnica solucdo se,
e somente se, det A # 0.

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Regra de Cramer

Seja a € M(m x n) uma matriz invertivel. Dado b € R”, indiquemos com o simbolo
a[i; b] a matriz obtida de a quando se substitui sua i-ésima coluna por b. A solugdo do
sistema linear ax = b, de n equa¢des a n incognitas é o vetor x = (xy, -+, x,) cujas
coordenadas sdo

~_ detal[i; b]

= i=1,---,n.
i det a ) ) ’
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Determinante da forma matricial

Tradicionalmente, o determinante de uma matriz a = [a;] € M(m x n) é definido
como a soma de n! parcelas do tipo

:l:aljl) a2jpy 5 Amj,
Essas parcelas s3o produtos de n fatores que pertencem a linhas e colunas diferentes de
a. A ordem em que os fatores s3o dispostos é a ordem crescente dos indices 1,2,--- ,n
das linhas. Os segundos indices (das colunas) exibem uma permutacdo o = j1, -+ ,jn
dos inteiros 1,2 ---  n. O sinal que precede cada parcela é + ou —, conforme a

permutacdo o seja par ou impar respectivamente. Noutras palavras, a definicdo
classica do determinante é

deta = Z €0 " (1) A20(2) " Ano(n)
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Determinante: exemplo

Seja a matriz a:

2 1 02 1
210 |
a=|13 4 1 3 411 3
02 1 |
o determinante de a é dado por 0 2 110 2
2 10
deta=1 3 4/ =11 ~(0)—(16) =(1) 6 0 0 =-11
0 21
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Determinante - exemplo

@ python’

import numpy as np

a = np.array([[2, 1, @],

3, 3, 4,

[0, 2, 1]1]) >>a=[2,1, 0; 1, 3, 4; 0, 2, 1];
>> det(a)
det = np.linalg.det(a)
print(det) R
-11.000000000000002
-11
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Determinante da forma matricial

Se A: E — E é um operador em um espaco vetorial munido de produto interno e a é
sua matriz numa base ortonormal entdo

det A = deta = deta' = det A*

Resulta da igualdade deta = deta’ que o determinante é uma funcdo n-linear
alternada das linhas da matriz a € M(m x n). (A dnica tal que detl, =1.) Como no
caso de colunas, uma qualquer funcdo n-linear alternada f das linhas da matriz a é a
forma f(a) = c- deta, onde c = f(1") = f(e1, -+ , €n).
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Menor relativo

Sendo o determinante de uma matriz uma funcdo multilinear alternada das linhas ou
das colunas dessa matriz, segue-se o teorema a seguir:
Theorem

Sebe M(mxr),ce M(rx(n—r)),0eM((n—r)xr)e
d e M((n—r) x (n—r)) entdo o determinante da matriz

azlg jeM(an)

é igual a detb - detd
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Menor relativo

O teorema anterior implica em sua versdo mais geral, onde se tem uma matriz
triangular por blocos, por exemplo, do tipo

b

c d
a= e f

g

Com b, e, g matrizes quadradas e b, ¢, d tendo o mesmo nimero de linhas, assim
como e, f. Além disso, d, f, g tém o mesmo nimero de colunas, assim como c, e. Os
lugares em branco sdo ocupados por zeros.

Nestas condicGes, deta = detb - dete - det g.
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Menor relativo

Dada a = [a;;] € M(m X n), indicaremos com a notacdo Mj; a matriz de ordem
(n—1) x (n— 1) obtida mediante a omissdo da i-ésima linha da j-ésima coluna da
matriz a. O ij-ésimo menor de a é, por definicdo, o determinante det Mj; o qual se
chama também menor relativo ao elemento aj;.

Dai, tem-se

deta = Z(—l)(i+j)aij det Mj;
i=1

Dai, nasce a adjunta classica
adja; = (_1)(i+1)det M;;
significando que

a-adja= (deta)-I,



Adjunta classica

Segue-se dai que se a matriz a é invertivel (det a # 0) ent3o sua inversa se exprime
como

deta

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Polindmio caracteristico

Seja A: E — E um operador linear num espaco vetorial E, de dimens3o finita. A fim
de que um ndmero real A seja autovalor de A, é necessario e suficiente que exista

v # 0 em E tal que (A— A)v =0, ou seja, que o operador A — Al : E — E tenha um
nudcleo n3o-trivial e portanto n3o seja invertivel. Isto acontece se, e somente se,
det(A— Al) = 0. Conforme resulta da definigcdo classica de determinante det(A — /) é
um polindmio de grau n em A. Ele é chamado de polinémio caracteristico do operador
A e é representado por pa(A)

pa(A) = det(A— )

As raizes (reais ou complexas) da equacdo algébrica pa(A) = 0 sdo chamadas as raizes
caracteristicas do operador A. Segue-se que os autovalores do operador linear A sdo
suas raizes caracteristicas reais.
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Polindmio caracteristico

Um operador A : E — E diz-se triangularizavel quando existe uma base U/ de E nao
qual a matriz de A é triangular. Se a matriz de A na base U = {uy, -+ ,u,} é
triangular inferior ent3o, na base U’ = {Uun,-++ ,u1}, a matriz de A é triangular
superior. Isto significa que existem subespacos Fo C F; C --- C F, = E, invariantes
por A, tais que dim F; = i. Se A é triangularizavel e, na base U, sua matriz a = [a;] é
triangular superior entdo o polindGmio caracteristico de A é

n

pa(A) = II(ai =)

i=1
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Polindmio caracteristico

E uma tarefa muito dificil a determinac3o dos coeficientes de ps quando o seu grau é
elevado (e mais dificil ainda a determinagdo de suas raizes). Um desses coeficientes §é,
entretanto, facil de calcular: o termo independente de A é igual a pa(0), logo é igual a
det A.

Por outro lado, se as raizes de pa s3o A,, -, \,, tem-se

pA(A) = (=1)"(A = A1) --- (A = An)

Com A =0 vem det A = pa(0) = A1--- A, Portanto o determinante de A é igual ao
produto das suas raizes caracteristicas, mesmo quando algumas delas sao nimero
complexos.
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Traco

Outro termo de facil determinacdo no polinémio pa()\) é o coeficiente de A"~1. Na
expressdo classica de det (A — A/) em termos da matriz a = [a;;] de A numa certa
base, as parcelas que contém a poténcia A"~ resultam do produto [](a; — A) dos
termos da diagonal de a — Al,, logo sdo todas da forma (—1)""1a;\"~1. Portanto
(—1)"13" a5 é o coeficiente de A"~ no polindmio pa()).

A expressao
n

pa() = (=1)"[T(A = Xi)

i=1
mostra que o coeficiente de A"~! é igual a (—1)"! vezes a soma das raizes do
polinbmio pa.
A soma ) a;; chama-se o traco do operador A e é designado por tr A.
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Teorema de Cayley-Hamilton

Dados um operador linear A: E — E e um polindmio

p(A) =ap+ atA+ -+ apA”

o simbolo p(A) representard o operador

p(A) = apl + a1A+ -+ amA™

obtido de p()\) substituindo-se A’ por A’, tendo o cuidado de lembrar que A% = |, logo
A% = 1 deve ser substituido por /.

Theorem

Se o polinémio caracteristico pa do operador A : E — E é o produto de fatores reais
do primeiro grau entdo pa(A) = 0.
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Multiplicidade

Seja \g um autovalor do operador A: E — E. A multiplicidade geométrica de Ao é a
dimens3do do subespaco vetorial Fy, = {v € E; Av = A\gv}. A multiplicidade algébrica
de Ao é sua multiplicidade como raiz do polinémio caracteristico de A, isto é, é o maior
inteiro m tal que pa(A) = (Ao — A)™ - g()), onde g(A) é ainda um polinémio.

Theorem

A multiplicidade geométrica de um autovalor é menor ou igual do que a sua
multiplicidade algébrica.
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Um espaco vetorial complexo é um conjunto E, cujos elementos sdo chamados vetores,
no qual est3o definidas duas operacdes: a adicio, que faz corresponder a cada par de
vetores u,v € E um vetor u+ v, chamado a soma de u e v, e a multiplicacdo por um
nimero complexo, que a cada niimero complexo ( e a cada vetor v € E faz
corresponder um vetor ¢ - v = (v, chamado de produto de ¢ por v. Essas operacoes
devem cumprir as mesmas condicGes impostas para os espacos vetoriais reais, ja
apresentadas. Em particular, se v € E e ( = a + i entdo
Cv=av+ifv=av+[(iv).
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Descomplexificacao

As definicGes de dependéncia linear, geradores, subespaco, base, dimensio, etc. se
fazem para os espacos vetoriais complexos da mesma maneira como foram feitas para
os reais.

Um espaco vetorial complexo E pode ser considerado como um espaco vetorial real:
basta que se considere apenas a multiplicacdo dos vetores de E por niimeros reais.
Analogamente, toda transformacdo C-linear A: E — F entre espacos vetoriais
complexos é R-linear.
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Correspondéncia entre C e R?

A correspondéncia x + iy <> (x,y) é um isomorfismo natural entre os espacos vetoriais
reais C e R?. Esse isomorfismo faz corresponder a cada operador C-linear A: C — C,
um operador R-linear A, : R? — R?, dado por

AF(va) = (ax—ﬁy,6x+ay),

cuja matriz na base candnica é

Para o caso trivial A = 0. Escrevemos
p=n/a?+p?
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Correspondéncia entre C e R?

Tomando 6 € R tal que cos@ = a/p, sinf = [3/p. Entdo a matriz de A, tem a forma

sin@ cosf

[cos 6 —sin 91

Isto mostra que o operador A, é uma semelhanca, composta da rotacdo de angulo 6
com a homotetia de razdo p > 0. As semelhancas s3o, portanto, os operadores R? que
correspondem aos operadores C-lineares n3o nulos A: C — C.
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SeU ={u1, -+ ,up} € E for uma base do espaco vetorial complexo E entdo o

conjunto U’ = {u1, -+ ,upiug,--- ,iup} € E é uma R-base, ou seja, é L.I. sobre os
reais e, além disso, todo vetor v € E é uma combinacdo linear dos u; e dos

iuj(j =1,---,n) com coeficientes reais.

Se ag, - 704n7/817"‘ 7,Bn S R entﬁo

aruy + -+ anlp + Britn + -+ + Baitiy = 0

implica

(a1 +if1)ug + -+ (an+iBn)us, =0
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Base

Logo ay + i1 = - =an+iB, =0, pois U é L.I. sobre os complexos. Ao passo que
a1 =-=a,=pf1=---=f,=0, portanto U’ é L.I. sobre os reais.

Além disso, para qualquer v € E, existem nimeros complexos a1 + i1, ,an + iBp
tais que

n

v:Z(aJ+lﬁj uj = ZO‘JUJ+ZBJ iuj)

Jj=1

Assim, U’ é uma R-base para E.
Podemos, portanto, concluir que se dimc E = n entdo dimg E = 2n
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Produto interno hermitiano

Se o produto interno for bilinear, como definimos para o caso dos espacos vetoriais
reais, entdo (iv, iv) = i?(v,v) = —(v, v), logo n3o pode ser positivo.

Deste modo, precisamos introduzir a nocao de produto interno hermitiano. Este é, por
definicdo uma funcdo E x E — C que associa a cada par de vetores u, v no espaco
vetorial complexo E um ndmero complexo, representado pela notacdo (u, v), de tal
modo que sejam cumpridas as condicdes seguintes, para quaisquer u,v,u’ € E, ( € C,
onde uma barra sobre o niimero complexo ¢ = «if3 significa seu conjugado ¢ = o — i3:

o(u,v> (v, u)

o (utuf,v) = (uv) + (V)
. Gov) =l

o (u,u)y>0seu#0

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Anti-isomorfismo

Theorem

Seja E um espaco vetorial complexo de dimensdo finita munido de produto interno
hermitiano. A correspondéncia que associa a cada vetor v € E o funcional linear
o(v)v* : E — C, tal que v*(w) = (w, v) para todo w € E é uma bijecio ¢ : E — E*
tal que (u+ v)* = u* 4+ v* e (Cv)* = - v* para quaisquer u,v € E e { € C.

A correspondéncia v — v* n3o é um isomorfismo entre £ e E*, pois falha a condicdo
(Cv)* = ¢v*, em vez da qual se tem apenas (Cv)* = Cv*.

Por isso, ela se chama um anti-isomorfismo.

Deste modo, segue-se que A* é invertivel se, e somente se, A é invertivel. Ja da
adjunta, tem-se que (CA)* = CA*.
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Hermitiano

Um operador C-linear A: E — E chama-se hermitiano quando A = A*, ou seja,
quando (Au, v) = (u, Av) para quaisquer u,v € E. Em particular, quando u = v,
temos (Av, v) = (v, Av). Portanto, quando A é hermitiano, a forma quadratica
o(v) = (v, Av) sé assume valores reais.

Uma matriz a = [aj] € M(m x n; C) chama-se hermitiana quando a = a*, isto &,
quando aj, = ayj para k,j=1,--- ,n.
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|dentidade de polarizacao

Um operador C-linear U : E — E chama-se unitdrio quando U* = U™!. Isto equivale a
dizer que (Uv, Uw) = (v, w) para quaisquer v,w € E.

Se U: E — E é um operador unitario ent3o, para todo v € E tem-se |Uv| = |v|. Vale
também a reciproca. Para prova-la, usa-se a identidade de polarizac3o

1
(u,v) = Z[|u—|— V2 = lu—v]? +ilu+iv]® —ilu—iv]?]

Uma matriz u € M(m x n; C) chama-se unitaria quando u* = u~!. Para que isto
aconteca basta que u*u =1, ou que uu* =1,
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Seja E um espaco vetorial de dimens3o finita, munido de produto interno. A matriz de
Gram dos vetores vq,--- , v, € E é a matriz g = [g;] € M(k X k), onde gjj = (vj, vj).
Dada uma base U = {uy,--- ,up} € E, seja a = [a;] € M(m X k) a matriz das
coordenadas dos vetores v; em relacdo a base U, isto é

\/jzaljU1+"'+anjUn para J:].,,k
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Seja ainda h = [hj] € M(m x n) a matriz de Gram na base U, isto é, h; = (uj, uy).
Entdo, para i,j=1,--- , k, temos (escrevendo mj; para indicar o ij-ésimo elemento de
uma matriz m):

n
8ij = Vl7v_j = <Z anuraZaSJus> = Z ariasjhrs

r,s=1

> ai (Z hf5351'> Z a’)ir(ha); = (a ha);
r=1 s=1

r=1

portanto g = a’ ha.
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Em particular, se tomarmos uma base ortonormal {uy,--- ,u,} C E, teremos h =1,
portanto a matriz de Gram g se escreve como

g:g(vl,---,vk):aT-a,

onde a é a matriz das coordenadas dos vetores v; em relacdo a uma base ortonormal
de E. Daf resulta:
@ Toda matriz de Gram é n3o-negativa;

@ A matriz de Gram g = g(vi,- -, vk) é positiva (isto ém invertivel) se, e somente
se, os vetores vi,--- , v sdo L.I.

© Toda matriz ndo-negativa g = [gj] € M(k x k) é a matriz de Gram de uma lista
de vetores vi, -+, vk € E.
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1. Definicao da matriz de Gram

Visvi vi-Vv2 Vvi-V3
G=|wvn-vi vw-vo w- v
V3-Vvi V3-Vo V3-V3

2. Produto interno v; - v;

V1-V1:12+22+02:5

vi-vw=1-24+2-340-1=28

vi-v3=1-042-140-1=2

1 2 0
v = 2, Vo = 37 V3 = 1
0 1 1

3. Produto interno v; - v; 5. Matriz de Gram final

8 2
14 4
4 2

vovi =8, vevp = 22432412 =14 G=

N o o1

6. Propriedades
vo-v3=2-0+3-1+1-1=4
G = G (simétrica),
4. Produto interno v3 - v;

vy =2, v3vpo=4 v3v3= 02+12+12 =2

G > 0 (semi-definida positiva)
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Eliminacao de Gauss

Se a primeira coordenada n3o-nula de cada vetor w; tem indice menor do que a
primeira coordenada n3do-nula dos vetores subsequentes wjy1,- - , w,, dizemos que os
vetores wy, -+, w, € R" sdo linearmente independentes.

Se, paracadai=1,---,r, escrevemos w; = (a1, - , ain), teremos uma matriz

a = [aj] € M(r x n), cujos r vetores linha sdo wy,--- ,w,. Diremos que essa matriz é
escalonada quando o primeiro elemento n3o-nulo de cada uma das linhas estd a
esquerda do primeiro elemento n3o-nulo de cada uma das linhas subsequentes. As
linhas nulas (se houver) estardo abaixo das demais.

Exemplo:

oo o~
oo N W
o~ ~NO
—_ W RN
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Eliminacao de Gauss

As seguintes modificacGes, chamadas operacdes elementares levam os vetores
Vi, ,Vm € R" em vetores v{,--- , v, € R" que geram o mesmo subespaco.

@ Trocar de posicdo dois vetores v;, vj(i < j) na lista dada.

@ Somar a um dos vetores um miiltiplo de outro vetor da lista ou seja, substituir v;
por vi = vj + avi,i # .
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Eliminacao de Gauss

O escalonamento ou eliminacdo consiste em aplicar sucessivamente as operacdes
elementares as linhas de uma matriz de modo a produzir uma matriz escalonada. O
procedimento é o seguinte:

@ Se a1; # 0, o processo comeca deixando a primeira linha intacta e somando a
cada linha /;, com i > 2, a primeira linha multiplicada por —aj;/a;1. Com isto se
obtém uma matriz cuja a primeira coluna é (ai1,0,.- 0)-

@ Se a;; = 0, uma troca de linhas fornece uma matriz a;; # 0, desde que a primeira
coluna n3o seja nula. Se, porém todos os elementos da primeira coluna s3o iguais
a zero, passa-se para a segunda coluna ou, mais geralmente, para coluna mais
préxima, a direita da primeira, onde haja algum elemento n3o-nulo e opera-se
como antes.
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Eliminacao de Gauss

O método de eliminacdo, embora simples e ingénuo, é a maneira mais eficaz de
resolver um sistema de m equacdes lineares, com n incégnitas, apresentado sob a
forma matricial ax = b, onde a € M(m x n),x € M(nx 1) eb € M(m x 1).

O sistema ax = b possui solucdo se, e somente se, o vetor b € R™ (correspondente a
matriz b) pertence ao subespaco gerado pelas colunas de a. Assim, a matriz
aumentada [a,b] € M(m x (n+ 1)) tem o mesmo posto que a matriz a do sistema.
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Eliminacao de Gauss

1. Matriz inicial

1 2 3 4
Ao=1|5 6 7 8
9 10 11 12

2. Eliminacdo coluna 1
Multiplicadores:

mp1 =5, m31 =9
Aplicando
L2(—L2—5L1, L3<—L3—9L1

1 2 3 4
A=15 6 7 8
9 10 11 12

3. Resultado apés passo 1 5. Resultado final (escalonada)

1 2 3 4 1 2 3 4
Al=|0 -4 -8 -12 A =1l0 -4 —8 —12
0 -8 —16 —24 00 0 0

4. Eliminacdo coluna 2
Piv6 em (2,2): —4.

Ao é a forma escalonada de Ag

Multiplicador:
-8
ms3p = j4 =2
Aplicando
L3 < L3 — 2L2
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Eliminacdo de Gauss-Jordan

Outra aplicacdo do método de eliminagdo é o calculo da inversa de uma matriz
(invertivel) a € M(n x n). Antes porém devemos advertir que a determinagdo da
inversa n3o é necessaria para resolver o sistema ax = b. A expressio x = a~!-b para a
solucdo desse sistema é adequada porém, ndo pratica.

Examinando coluna por coluna cada membro da igualdade aa=! = 1,,, vemos que
j-ésima coluna de a=! é a soluc3o do sistema ax = e, portanto o calculo da inversa
equivale a resolver os n sistemas lineares ax = e;, - ,ax = e,.

A este método da-se o nome de "método de Gauss-Jordan".

Ele continua a eliminacdo iniciada pelo método de Gauss, chegando no final a uma
matriz escalonada, com a propriedade adicional de que, acima e abaixo do primeiro
elemento nao-nulo de cala linha, todos os elementos s3o iguais a zero.
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Eliminacdo de Gauss-Jordan
3

2 4
A=|0 1 -1
35 7
1. Formar matriz aumentada 3. Eliminar acima e abaixo do 4. Normalizar linha 3 e eliminar
pivé (coluna 2) acima (coluna 3)
24 3 100
— _ 2 7 1
[A|I] - g é 71 8 (])' 2 Ly« Ly —4L, L3« L3+ 1L L3+ L3, Lj <+ L]-ng7 Ly + L2+§L3
2. Eliminar elementos abaixo
do pivé (coluna 1) 20 7 1 40 100 4 -8B I
01 -1 0 1 0 010 -1 § §
3 3 3
Ly Ls— 5L 00 3 -3 11 001 -1 3 2
4 13 _7
At | §3 23
;3 3
3 3

N
JLow
o =
o = O
= O O

NN
Nlw

2
0 1
0 -1 —
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Matrizes triangulares

Uma matriz t = [t;;] € M(n x n) é dita triangular superior quando tj; =0 para i > j e
triangular inferior quando t; = 0 para i < j.

Tratando das matrizes triangulares superiores e estendendo para as inferiores, uma
matriz triangular superior é a a matriz de um operador linear T : R” — R” tal que

(ei, Tej) = 0 para i > j. Se chamarmos de F; C R" o subespaco vetorial formado pelos
vetores (x1,--- , X, - ,0) cujas tltimas n — 1 coordenadas s3o nulas, a matriz do
operador T : R” — R" (na base candnica) é triangular superior se, e somente se, todos
os subespacos Fy C --- C Fp sdo invariantes por T.
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Matrizes triangulares

Seguem-se algumas propriedades das matrizes triangulares superiores:

@ O produto de duas matrizes triangulares superiores é ainda uma matriz triangular
superior.

@ Uma matriz triangular superior t = [t;;] é invertivel se, e somente se, os elementos
tii da sua diagonal s3o todos diferentes de zero. No caso afirmativo, a inversa t!
é triangular superior e os elementos de sua diagonal sdo t;l.

© Os autovalores de uma matriz triangular superior t = [t;;] € M(m x n) s3o os
elementos t; da sua diagonal.

Q Seja M ={u1, -+ ,up} C E uma base ortonormal obtida pelo processo de
Gram-Schmidt a partir da base V = {vy,--- ,v,} € E. A matriz de passagem de
V para U é triangular superior e seus autovalores sao todos positivos.
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Decomposicao LU

Cada uma das trés operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz, pode ser
interpretada como a multiplicacdo a esquerda por uma matriz invertivel de tipo
especial, chamada uma matriz elementar.

Mais precisamente, uma matriz elementar m X m é uma matriz que resulta da
aplicacdo de uma operacao a matriz identidade I,,,. Ha portanto 3 tipos de matrizes
elementares. Vejamos alguns exemplos:

0 010 1 000 1010
0100 0100 0 o 00
1 000 0 010 0 010
0 001 a 0 01 0 001
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Decomposicao LU

Ao realizar sucessivas operacdes elementares em uma matriz, pode-se escrever a matriz
a como um porduto:

a—Ilu

onde | € M(m x m) é uma matriz triangular inferior (lower triangular) com elementos
diagonais todos iguais a 1 e u é uma matriz escalonada. Se a for uma matriz quadrada
m X m entdo u € M(m x m) serd uma matriz triangular superior. Esta é chamada
decomposicdo lu da matriz a.
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Decomposicao LU

2 3 1
A=1|4 7 2
6 18 -1
1. Elimin. coluna 1 2. Elimin. coluna 2 3. Construcao de L e
Multiplicadores: Pivé na posicdo (2,2): 1. verificacao
4 6 Multiplicador: Os multiplicadores formam L:
m=g=% M=, =3 e g 1 0 0 [too
Aplicando 1 L=|my 1 0/ =1210
Aplicando m31 my 1 391
L2(—L2—2L1, L3<—L3—3L1 . .
L3« Ly —9L, Verificagdo:
Obtemos
Resulta 1 0 0/1(2 3 1 2 3 1
2 3 1 LU=12 1 0[|0 1 0|=|4 7 2
01 0 2 3 1 39 1|0 0 —4 6 18 -1
09 —4 u=101 0
00 —4 A=LU
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Decomposicao QR

Esta é uma interpretacdo matricial do processo de Gram-Schmidt. Segundo ela, toda
matriz invertivel a = [a;;] € M(n x n) admite uma decomposicdo do tipo a = qr onde
g é ortogonal e r é triangular superior, com elementos positivos na diagonal.

Para chegar a este resultado, chamemos de vy, - , v, as colunas da matriz a e de
U={u, - ,up} CR" a base ortonormal obtida dos v; pelo processo de
Gram-Schmidt. Como sabemos, a matriz p = [pj;] de passagem da base

V ={v1, -, vy} para a base U é trinagular superior, com elementos positivos na
diagonal. Além disso, a matriz q = [g;;] cujas colunas sdo os vetores

uj = (q1j, 2j, " - ,qnj), € ortogonal.
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Decomposicao QR

Tomando a i-ésima coordenada de ambos os membros da igualdade vetorial
Uj = > i PkjVk, obtemos

n n
qij = Z Pkjdik = Z aikPkj = (ap)U
k=1 k=1

Para quaisquer i,j =1,--- ,n. Logo q = ap. A matriz r = p~! é, como vimos acima,
triangular superior com elementos positivos na diagonal. De ap = q resulta

imediatamente a = qr.
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Decomposicao QR
=)

1. Vetor a; 4. Projecao de a» em g; 6. Montar Q
4 wm=a—(q] a _|2/vB -1/
a1:[2} 2 2 — (a1 a2)q Q*L/\/g 2/\/5}
2. Normalizar: g; ) ; 7. Montar R = QT A
T e =
ol =vETE=a T P M R R [2v5 1B
“ 1 0 4/5/5
8. Verificacdo
R 1 R
qlfzi\/gliz]*[l/\/g} 2T 3| VB |1/VE 8/5 OR — 4
3. Vetor a 5. Normalizar u;
5 = [—1/\@} 2/ —1/v5] [2v5 7/vB] [4 2
2= M 2/V/5 1v6 2/v/5 || 0 455 |2 3
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Decomposicdo de Cholesky

Toda a matriz positiva a = [a;]] € M(n x n) pode ser expressa como o produto
a=t’ -t, onde t € M(n x n) é uma matriz triangular superior cujos elementos da
diagonal s3o todos positivos. A expressio a =t -t chama-se decomposicio de
Cholesky da matriz a.

Existem vetores vy, -- -, v, € R" tais que aj = (v;, vj), ou seja, a =g(vq,--- ,vp) éa
matriz de Gram dos vetores vy, - - - v, 0s quais formam uma base de R”, pois a > 0.
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Decomposicdo de Cholesky

Pelo processo de Gram-Schmidt, obtemos uma base ortonormal {uy, -+ ,up,} CR” a
partir de vy,--- ,v,. Parai,j=1,--- n, temos

up = § PriVr, uj = § PsjVs
r s

onde a matriz de passagem p = [pjj] é triangular superior, com pj;; > 0 para todo i.
Usando o simbolo de Kronecker 4;;, temos

n n
S = (unup) = > pups{VeiVs) = Y Pridrsps
rs=1 r,s=1

1

logo pTap =1,. Pondo t = p~ !, obtemos a=1t" - t.
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Decomposicdo de Cholesky

Com efeito, de s’ -s=t" -t resultast™> = (s’ )~ -t’. Como o primeiro membro
desta dltima igualdade é uma matriz triangular superior e o segundo ¢ triangular
inferior, concluimos que d = st™! = (s”)~! -t é uma matriz diagonal, com d;; > 0 (e
dij = 0 se i # j). Segue-se imediatamente das igualdades acima que s = dt e t = ds.
Olhando para os elementos da diagonal, temos s;; = ditj; e t;; = djisi;. Como s; >0 e
tij > 0, isto implicad;; =1, logod=1,es=1t.
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Decomposicdo de Cholesky

4 2
1. Verificar se A é simétrica 3. Determinar I 5. Matriz final L
2 2
T |4 2| b= =%2-1 120
A*[zsz hi 2 Lflﬁ
2. Determinar I [2 0} 6. Verificacao
L=
v 10
h1i=Vv4=2
1 4. Determinar LT — 2 0 2 1
- T ov2l o v2
0 0 /22:1/37/21: 3—-1 :\/5 |:4 2:|
= = A
2 3
A=LLT v
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Diagonalizacdo, decomposicao polar e valores singulares

Se a matriz quadrada a € M(n x n) possui n autovalores diferentes entdo existe uma
matriz invertivel p € M(n x n) tal que p~tap = d é uma matriz diagonal. Os
elementos dads diagonal de d s3o os autovalores de a.

Se a matriz a € M(n x n) é simétrica ent3o existe uma matriz ortogonal

q € M(n x n) tal que q"aq = d é uma matriz diagonal. Os elementos da diagonal de
d s3o os autovalores de a.

Toda matriz quadrada a € M(m x n) se exprime como produto a = pu, onde

p € M(n x n) é uma matriz ndo-negativa e u é ortogonal.

Para toda matriz a € M(m x n) existem matrizes ortogonais p € M(m x m),

q € M(n x n), tais que paq = d, onde d € M(m X n) é uma matriz diagonal,

d =[dj], isto é dj=0sei#j. Parai=1,---,r = posto de a, tem-se d;; = o; > 0,

o? é um autovalor de a’a (e de aa’) e, para i > r, d; = 0.
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Diagonalizacao

4 1
1. Autovalores 2. Autovetores 3. Diagonalizacido
Para \; = 5:
p {1 1 }
4— ) 1 = _
— = A—-5v=0 1 2
det(A— A1) =", 34‘ ( )
50
L o3
(4=2NB=-N-2 5 _o|v=0
P'AP=D
A _T7A+10=0 Vl,H
1
A= pPDP7!
AL =35, A2 =2 Para )\, = 2:
(A=2lwv =0
E ﬂ v=0
1
Vo =
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Decomposicao polar

.t

1. Calcular ATA 4, Inversa de S

6. Verificacao

g1 110 3 1
SN E TN T I L N
L2 35 5. Calculo de Q V6
2. Autovalores 31
_ o1
Q=As _ {0 2}
AM=X=6
3. Raiz positiva Q 1 [g ;} A=QS Vv
V6 Polar de A:
Q= [f)@ ﬁ} A=QS
s_[V6 0 Ve
=10 6
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Decomposicao em valores singulares

31
4. Calculo de V
Autovetores de AT A:

U=AvI!
. 3 0][3 1] [9 3 _10.9487 —0.3162
A A*L 2/ [0 2 35 V=

0.3162  0.9487 U [0.9487 —0.3162}

1. Calcular ATA 6. Calculo de U

2. Autovalores de AT A 0.3162  0.9487

vT = { 0.9487 0'3162} Verificacido
M =10, M—4 ~0.3162 0.9487
1
3. Valores singulares 5. Matriz ¥ usvT = [g 2}
= = 1
01—\/E, 00 =2 s-1_ {\EO ?] A=UsVT
0o 1
2
s {\/ﬁ 0} SVD de A:
ol A=UzVvT
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Tépicos Computacionais em Algebra Linear

@ Em problemas reais de engenharia e ciéncia de dados, resolver sistemas lineares e
decompor matrizes vai muito além da teoria.

@ Decomposicées como LU, QR, Cholesky e SVD s3o a base para métodos
eficientes, estaveis e robustos.

o E essencial entender o custo computacional, a estabilidade numérica e o
condicionamento para aplicar corretamente esses métodos.

@ Softwares modernos (NumPy, MATLAB, Julia, LAPACK) utilizam essas técnicas

de forma otimizada, evitando, por exemplo, o célculo direto da inversa.
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Custo Computacional e Decomposicoes

o LU: O(n)

e Método padrdo para resolver sistemas lineares.

e Eficiente, mas estabilidade depende de pivotamento.
@ QR: maior que LU

e Estavel numericamente, usado em minimos quadrados e autovalores.
@ Cholesky: aproximadamente metade do custo do LU

e Apenas para matrizes simétricas definidas positivas.
o Réapido e estavel quando aplicavel.

@ SVD: muito mais caro

o Alta robustez numérica.
e Util em aproximacao de posto reduzido e matrizes mal condicionadas.
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Estabilidade Numérica em Decomposicées Matriciais

@ LU com pivotamento parcial
e Evita divisdo por elementos muito pequenos que poderiam amplificar erros de
arredondamento.
e Pivotamento parcial: troca linhas para colocar o maior pivd possivel na diagonal.
@ QR via Householder
e Muito estavel numericamente, mesmo para matrizes quase singulares.
o Preferivel ao GramSchmidt classico, que pode gerar perdas de ortogonalidade.
o Muito usado em problemas de minimos quadrados e calculos de autovalores.
@ Cholesky
e Aplicavel apenas a matrizes simétricas e definidas positivas.
e Se a matriz ndo for SPD, a fatoracdo falha imediatamente, prevenindo resultados
incorretos.
o Estavel e eficiente quando a condicdo é atendida.
e SVD (Singular Value Decomposition)
e Fornece decomposicdo robusta mesmo para matrizes mal condicionadas.
o Permite encontrar aproximacdes de posto reduzido (Teorema de EckartYoung).
e Alto custo computacional, mas maxima robustez numérica.
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Condicionamento e Erro Relativo

@ Matrizes mal condicionadas amplificam erros de arredondamento durante
calculos numéricos.

o Ndamero de condicao de uma matriz A:
_ -1
r(A) = [|A[ [[A]]
@ Relacdo entre erro relativo na solucdo e no vetor de termos independentes:

16b]]

FRLCRT

<K
[l
@ Interpretacdo:
o k(A) &~ 1 matriz bem condicionada; erros pequenos.
e k(A) > 1 matriz mal condicionada; erros amplificados.
@ Implicacdo pratica: mesmo métodos estiveis podem gerar solucdes imprecisas se a
matriz for mal condicionada.
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Decomposicoes na Pratica

e Softwares modernos (NumPy, MATLAB, Julia, LAPACK) n3o calculam a
inversa para resolver sistemas lineares.
@ Em vez disso, utilizam fatoracoes diretas ou métodos robustos:
o solve(A,b) LU (ou Cholesky se a matriz for SPD)
o 1stsq(A,b) QR (para problemas de minimos quadrados)
e svd(A) SVD completa ou truncada (para aproximacdo de posto reduzido)
@ Beneficios:
o Evita instabilidade de calcular A~!
o Explora propriedades da matriz (simetria, positividade definida)
e Otimiza desempenho computacional
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Armazenamento, Sparsidade e Desempenho

Em problemas grandes (engenharia civil, FEM, CFD), as matrizes geralmente sdo
esparsas.

@ Armazenamento eficiente:

o Comprimido por linhas ou colunas (CSR, CSC)

e Reduz uso de meméria e acesso desnecessario a zeros
@ Métodos diretos esparsos:

e Variantes de LU e Cholesky controlando fill-in
e Evitam crescimento excessivo de elementos n3o nulos

o Métodos iterativos dominam na pratica:
e CG, GMRES, BiCGSTAB
e Precondicionadores essenciais: ILU, Jacobi, Incomplete Cholesky
o Estratégia pratica: combinar método apropriado com armazenamento

eficiente para desempenho étimo.
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Paralelizacdo e Computacao em Blocos

@ Algoritmos de algebra linear modernos exploram paralelizacao e blocos para
desempenho.

e BLAS / LAPACK:

o Operacdes orientadas a blocos melhor uso de cache e meméria.
e Permite escalabilidade em CPUs multi-core.

o GPUs:

o Implementacdes de QR, Cholesky e SVD usando kernels CUDA / MAGMA.
e Ganhos significativos em matrizes grandes.

@ Principio pratico: dividir a matriz em blocos permite combinar eficiéncia de
memoria com paralelismo, maximizando velocidade sem comprometer estabilidade.
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