Algebra Linear

Aula 03: Transformacoes lineares

Kelvin Rafael Duarte Machado

setembro de 2025



Transformacao linear

Sejam E, F espacos vetoriais. Uma transformac3o linear A: E — F é uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor A(v) =A-v =Av € F de
modo que valham para quaisquer u,v € E e a € R, as relacdes:

Alu+v) = Au+ Ay,
Ala-v)=a-Av

O vetor Av chama-se a imagem de v pela transformacio A.

As transformacdes lineares A : E — E do espaco vetorial E em si mesmo sdo
chamadas operadores lineares em E.

Por sua vez, as transformacdes lineares ¢ : E — R, com valores numéricos, sdo
chamados funcionais lineares.
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Nicleo e imagem

A imagem de A é o subconjunto Im(A) C F, formado por todos os vetores

w = Av € F que sdo imagens de elementos de E pela transformacdo A.

O nicleo da transformacdo A : E — F é o subconjunto N(A) dos vetores v € E tais
que Av = 0.
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Forma matricial

m
Avj = ayjwy + agjwp + - + amiWm = > W
n=1

Assim, a transformacdo linear A: E — F juntamente com as bases V C Ee W C F
determinam uma matriz a = [a;;] € M(m x n) chamada a matriz de A relativamente a
essas bases (ou nas bases V, W)

n
Avj:Za,-jv,-, (G=1,...,n).
i=1
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Transformacdes matriciais

Um sistema de equacdes lineares pode ser escrito na forma de matricial:

Ax=Db
a1l d1o e din X1 b1
a1 axn ... am| |x b
dmi a4m2 ... amn Xn bm
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Transformacdes matriciais

Exemplos:

o Transformacdo do R* para o R3:

X1

2 -3 1 -5 o by
4 1 -2 1 X2 = | by
5 -1 4 o] bs
X4
@ Transformac3o nula
Ao(X):OXZO
@ Operador identidade
Ai(x) = Ix =x
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Operadores de rotacao, reflexdo e projecao

@ Rotacao pelo dngulo 6 @ Reflexdao no eixo x
wy = xcosf — ysinf Alx,y) = (x,—y)
wy = xsinf + ycosf ll O]
cosf —sinf 0 -1
sing  cosf @ Projecdo ortogonal sobre o eixo x
@ Reflexdo no eixo y A(x,y) = (x,0)
Alx,y) = (=x.y) [1 O]
10 00
0 1
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Operadores de dilatacdo, contracao e cisalhamento

e Contracio de fator k em R? o Cisalhamento de R? de fator k na
direcdo x
(0<k<1)

Alx,y) = (x+ ky,y)
o Dilatac3o de fator k em R?

1 k
k>1 01

o
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Transformacdes em R?

y
(=x,y) *, (x,y) Y wy = xsinf + cos 6
- X et wy; = xcosf —sind
X
Reflexdo em y
Rotacao
(x,y) T e ky)
X o (xy)
X
(x,~y) Dilatacgo

Reflexdo em x

Kelvin Rafael Duarte Machado Algebra Linear



Espaco dual

Escreve-se E* em vez de L£(E,R) para representar o conjunto das transformacdes
lineares do espaco vetorial E em R e o conjunto E* representa os funcionais lineares
¢ : E — R, chamando-se o espaco vetorial dual de E.

Vetor E um elemento do espaco vetorial E. Pode ser interpretado como uma grandeza
geométrica ou fisica que possui direcdo e magnitude.

Covetor E um elemento do espaco dual E*. Ele atua como uma aplicacdo linear que
associa a cada vetor um niumero real.

Usualmente, vetores s3o representados na forma matricial em colunas, enquanto os
covetores aparecem na forma matricial em linhas (ou seja, na forma transposta).
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