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Capitulo 1

Introducao

Esta apostila foi escrita com o objetivo de servir como guia de revisao do conteido
de Algebra Linear. O proposito foi tomar definicdes de forma rigorosa, porém sem a
preocupagcao em realizar provas e demonstracoes, exceto onde julgou-se necessario para
melhor clareza.

Os contetudos aqui abordados visam servir de referéncia para aulas ministradas
em ambiente virtual. Espera-se que apds a apresentacao destes conteidos, o leitor
tenha capacidade de acompanhar outros cursos que facam uso da algebra linear, como
aplicacoes na mecanica, engenharia, fisica e computacao.

Para a confeccao da apostila foi utilizado um editor de texto em ETEX.

Quaisquer davidas, sugestoes ou criticas, entre em contato através do email:
kelvin@kelvinrafael.com.

Kelvin Rafael Duarte Machado
Santa Maria, agosto de 2025.



Capitulo 2

Espaco vetorial

2.1 Definicao de espaco vetorial

Um espago vetorial E &€ um conjunto cujos elementos sao chamados de vetores, no
qual sao definidas duas operacoes: a adi¢ao, na qual para cada par de vetores u e v
faz corresponder um terceiro vetor u 4+ v € E chamado soma de u e v e a multiplicacao
por um numero real, @« € R por v € F, que faz corresponder o vetor a.v = awv.
Essas operagoes devem satisfazer para quaisquer o, € R e u,v,w € E, os axiomas
apresentados a seguir:

e comutatividade: u+v=1v+ u;
e associatividade: (u+v)+w=u+ (v+ w);

e vetor nulo: existe um vetor 0 € £ chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que
v+ 0 =0+ v =v para quaisquer v € F;

e inverso aditivo: dado um vetor v € FE, existe um vetor —v € FE, tal que
—v+v=v+(—v) =0

e distributividade: (a+ 8)v=av+ fv e a(u+v) = au+ av;

e multiplicagao por 1: 1.v =w.

2.2 Subespaco vetorial
Um subespaco de £/ ¢ um subconjunto F' C F com as seguintes propriedades:
o 0 F}
e Seu,v € Fentaou+uv € F;

e Se v € F, entao para todo o € R,av € F.



Capitulo 3

Bases

3.1 Combinacao linear

Uma combinacao linear de um conjunto de vetores vq,...,v, em V é um vetor na
forma:

U= a0+, 0 -+ GpUy

Onde: a41,...,a, € R

3.2 Subespaco gerador de E

O conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores vy, ..., v, em V é chamado
de subespaco gerador de V' ou, span de V, denotado por S(vy,...,v,). Em outras
palavras:

S(vi,y ... vm) = {av1 + - + apoy, s al, ... a, € R}

3.3 Vetores linearmente independentes

Seja E um espaco vetorial. Diz-se que um conjunto X C E é linearmente indepen-
dente (LI), quando nenhum vetor v € X ¢é combinacao linear de outros elementos de
X.

Se um conjunto X é linearmente independente no espaco E e a1v1+- - -+ @y, = 0
com vy, ...,U, € X entao ay,...,a,, = 0.

Sejam vy, ..., v,/ vetores nao nulos do espago vetorial E. Se nenhum deles é com-
binacdo linear dos anteriores ou posteriores, entdao o conjunto X = {vy,...,v,} ¢ L.I.

3.4 Base

Uma base de um espaco vetorial £ é um conjunto B C F linearmente independente
que gera F.

Assim, todo vetor v € E se exprime, de modo tnico, como combinacao linear
v = vy + -+ apvy, de elementos vy, ..., v, da base B. Se B = {vy,...,v,} é
uma base de F e v = ayvy + - -+ + Uy, €ntao os nimeros aq, ..., a,, sao chamados
coordenadas do vetor v na base B.



3.5. Dimensao

3.4.1 Base canoOnica

Os vetores:
er = (1,0,0,. .
€o = (O, 1,0
e, = (0,0,0,...

Constituem um conjunto de geradores do espago R”, linearmente independentes, sendo,

portanto, uma base deste espaco.

3.5 Dimensao

Diz-se que o espaco vetorial £ tem dimensao finita quando admite uma base B =
{v1,...,v,} com um namero finito n de elementos. Este namero, que é o mesmo para
todas as bases de F, chama-se a dimensao do espaco vetorial £ : n = dim E.



Capitulo 4

Transformacoes lineares

Sejam FE, F espacos vetoriais. Uma transformacao linear A : F — F é uma corres-
pondéncia que associa a cada vetor v € E um vetor A(v) = A-v = Av € I de modo
que valham para quaisquer u,v € ' e a € R, as relacoes:

A(u+v) = Au + Av,
Ala-v) = a - Av

O vetor Av chama-se a imagem de v pela transformacao A.



Capitulo 5

Nicleo e imagem

A imagem de A é o subconjunto Im(A) C F, formado por todos os vetores w =
Av € F que sao imagens de elementos de E pela transformagao A.

O nicleo da transformacdo A : E — F ¢é o subconjunto N(A) dos vetores v € E
tais que Av = 0.



Capitulo 6

Produto interno

Produto interno é uma funcao E'x E — R que associa a cada par de vetores u,v € E
um nimero real (u,v), chamado de produto interno de u por v.

e bilinearidade: (u+u’,v) = (u,v) + (u',v)

e comutatividade: (u,v) = (v, u)

e positividade: (u,u) > 0 se u # 0.

O ntimero ndo negativo |u| = y/(u, u) chama-se norma ou o comprimento do vetor
Quando |u| = 1 diz que o vetor u € E é um vetor unitario.

Seja E = C%Ja,b]) o espago vetorial cujos elementos sdao as fungoes continuas
g, f : la,b] = R. Um produto interno em E pode ser definido pondo:

(9) = [ Fa)gla) da

Neste caso, a norma da funcao é:

1= [ sy



Capitulo 7

Adjunta

A adjunta de A deve ser uma transformacao linear A* : F — FE tal que, parav € E
e w € F' quaisquer se tenha:

(Av,w) = (v, Aw)



Capitulo 8

Subespacos invariantes

Diz-se que um subespaco vetorial F' C E é invariante pelo operador A : E — E
quando A(F') C F, isto &, quando a imagem de qualquer vetor v € F' é ainda um vetor
em F.

Um vetor v # 0 em E chama-se um autovetor do operador A : ' — E quando

existe A € R tal que:

Av =\

O ntmero A € R por sua vez, chama-se autovalor do operador A quando existe um
vetor nao nulo v € F tal que Av = A\wv.



Capitulo 9

Operadores auto-adjuntos

Um operador linear A : E — E, em um subespaco vetorial munido de produto
interno, chama-se auto-adjunto quanto A = A*, ou seja, quanto (Au,v) = (u, Av) para
quaisquer u,v € E.
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Capitulo 10

Operadores ortogonais

Dada uma matriz u € M(m x n) cujas n colunas formam um conjunto ortonormal
em R, chama-se uma matriz ortogonal.
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Capitulo 11

Operadores normais

Um operador linear A : E — E chama-se normal quando comuta com seu adjunto.
Isto é, quando AA=A*A.
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Capitulo 12

Formas quadraticas

DEFINIR.
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Capitulo 13

Determinantes

DEFINIR.
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Capitulo 14

Polinbmio caracteristico

DEFINIR.
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Capitulo 15

Espacos vetoriais complexos

DEFINIR.
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Capitulo 16

Métodos numeéricos

DEFINIR.
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